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R E S U M O
No presente trabalho tem-se apresentado vár_i 
os métodos numéricos de cálculo da distribuição de pressão e de 
formações de corpos elásticos em contato. Na primeira parte do 
trabalho são apresentados, de uma forma resumida e com uma anã 
lise crítica das limitações de métodos propostos por vários pes_ 
quisadores. Na parte final são apresentados tris métodos propos 
tos pelo Autor onde com várias aplicações mostra-se a versatili. 
dade dos métodos e a precisão quando os resultados teóricos são 
comparados com os experimentais •.
A B S T R A C T
In the present work are presented several 
numerical, methods used to calculate the pressure distribution 
and deformations of elastic bodies in contact . In the first 
part, a short description and an analysis of the limitations 
of the methods proposed by several researchers is presented .
The last part of this work presents three methods proposed by 
the Author and are illustrated with a wide range of applications 
showing a good correlation when the theoretical and experimental 
results are compared .
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NOMENCLATURA
A, Ãrea de influência de um par de nõsk
[a ] Matriz de rigidez
an Secção transversal da barra finita para cálculo da rigi - 
dez axial
ag Secção transversal da barra finita para cálculo da riÇfÍ 
dez ao cizalhamento
[c] Matriz de ligação
c Parâmetro da rigidez normal da superfície
[d] Matriz de ligação
E Módulo de elasticidade
e Espessura
[f J , [Fj-J / [F2] ' [F22-J ' M  Matrizes de flexibilidade
f Coeficiente de atrito
G Módulo de elasticidade transversal
h Folga
I Momento de inércia de ãrea
k Constante
[Kj , [k J  , [kJ  Matrizes de rigidez
K Flexibilidade normal da superfícien ■ L ■ '
.K Flexibilidade tangencial da superfície
L Comprimento
m Parâmetro da rigidez normal da superfície
Nr Nõs das superfícies de contato
n Vetor unitário .
P Força
{P }, {PK } Vetores de carregamento externo
cl D
(P1}, {P/} Vetores de carregamento nos nõs de contato3. D
Força normal a superfície de contato
p^ Força tangencial na superfície de contato
{p } Forças de contato
p Pressão normal de contato
Ps Pressão tangencial de contato
q Força nos nós em contato
r , r Raios c
R , R^ Raios do eixo e mancai
R Parâmetro da flexibilidade tangencial das superfícies em
contato
s Parâmetro da flexibilidade tangencial das superfícies em
contato
[t ] , [t J  Matrizes de transformação 
t Vetor unitário
u Deslocamento
{u,}, {u0 }, {u }, (u, } Vetores de deslocamentos
1 ^ d  D
Vr Soma do vetor de posição inicial e do vetor de desloca -
mento dos nós no contato 
v Deslocamento
{X^} Vetor de deslocamento 
X, Y, Z, Coordenadas
a Relação entre pressão tangencial e normal
0 Ângulo
An Deformação normal das superfícies em contato
Xg Deformação tangencial das superfícies em contato
Xs£ Deformação elástica limite para carregamento não simultâ 
neo
A  ^ Deformação elástica limite para carregamento simultâneo
Agr Deslocamento relativo na direção tangencial num par de 
nos
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1. INTRODUÇÃO
1
Até recentemente, uns cinco anos atras, o cálculo da 
distribuição de pressão e deformações estava limitado aos casos 
em que os corpos elásticos apresentavam formas geométricas bem 
definidas. A chamada teoria de Hertz que está discutida e desen 
volvida na referência^ permite o cálculo das pressões no conta­
to e a aproximação de corpos elásticos tais como: esfera contra 
esfera; esfera contra plano; cilindro contra cilindro; etc. Es­
te método de cálculo tem sido empregado com sucesso no cálculo 
das tensões e deformações em elementos como rolamentos de esfe­
ras e de rolos.
Na maioria dos casos práticos tem-se o contato de cor 
pos elásticos de forma irregular como é o caso de juntas parafu 
sadas e de guias de deslizamento frequentemente utilizadas em 
máquinas ferramentas. 0 cálculo da distribuição de pressão e as 
deformações no contato de corpos elásticos tem adquirido grande 
importância nos últimos anos, tendo em vista os seguintes exem­
plos de aplicação: exigências de maior rigidez das juntas de m á ­
quinas ferramentas com controle numérico; dissipação de energia
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em juntas; resistencia a fadiga de juntas parafusadas ; resis -
2tencia a transmissao do calor e corrente eletrica no contato 
de peças metálicas.
Tendo em vista a necessidade de calcular a distribui­
ção de pressão e deformações em corpos elásticos em contato, fo 
ram desenvolvidos vários métodos de cálculo ou de experimenta - 
ção. Nas referências4 ’  ^ foram desenvolvidos métodos para o cál^ 
culo da distribuição de pressão de chapas de pequena espessura, 
grandes superfícies e parafusadas por um unico parafuso, portan 
to, não apresentam aplicação para a maioria dos casos práticos. 
Na referência^ foi sugerido o ultrasom para determinar experi - 
mentalmente a distribuição de pressão no contato, mas o valor 
prático deste método é pequeno.
Com o desenvolvimento do método do elemento finito e 
dispondo de computadores de grande memória e alta velocidade, a_ 
tualmente tem-se desenvolvido vários métodos que possibilitam o 
cálculo da distribuição de pressão e deformações de corpos elãs_ 
ticos em contato. Os métodos apresentados a seguir usam como 
ferramenta de cálculo o método do elemento finito, quando, como
2se verifica mais tarde, não se tem limitações no que se refere
â forma dos corpos elásticos em contato. No presente trabalho
não será descrito o método do elemento finito e para familiari^
7 8 9zar-se com o mesmo recomenda-se a leitura das referências ’ ’
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Os métodos apresentados a seguir resumem os principa 
is resultados de pesquisa desenvolvidos por vários pesquisado­
res e pelo Autor. Cada método será apresentado de forma redu­
zida sendo tambimdiscutidas as vantagens e limitações de sua a 
plicação na prática.
2. MÉTODO DE GOULD E MIKIC
0 presente método, descrito a seguir, resume a pesqul 
sa apresentada na referência . Quando se considera duas chapas 
parafusadas, como mostra a figura la, pode-se substituir a for­
ça de protenção do parafuso por uma força distribuída, p, no a- 
nel de contato da cabeça do parafuso e porca, como mostra a fi­
gura lb. Através da experimentação e cálculo verifica-se que o 
contato entre as duas chapas somente ocorre na zona prõxima do 
parafuso. A; área de contato decresce quando a espessura das cha 
pas decresce. A distribuição de pressão p^ no contato das cha - 
pas apresenta a forma indicada na figura lb.
Para o cálculo da distribuição de pressão e deforma -
_ l i ­
ções nas chapas parafusadas , foi sugerido a uniao das duas
chapas como se fosse uma peça única, com um furo central para 
passagem do parafuso e com um carregamento equivalente ã força 
de aperto como mostra a figura 2a. Considerando então dois dis­
cos, que é o exemplo utilizado na r e ferência^, estes são divi-, 
didos em elementos finitos , aneis de secção triangular ou retan 
guiar como mostra a figura 2b. Além destes elementos finitos po 
de-se usar tetraedros ou sõlidos de oito nos, no caso em que as 
peças em contato não são axisimétricas. Na área de contato en­
tre a cabeça do parafuso e porca o carregamento distribuído é 
substituído por cargas concentradas nos nos, como mostra a figu 
ra 2b. Nesta fase prepara-se os dados para o programa de compu­
tador para omêtodo do elemento finito, quando é possível calcu­
lar a tensão no plano que-separa as duas chapas. No presente iné 
todo,“quando a tensão normal ao plano de contato é de tração e- 
limina-se a união entre as duas chapas e duplica-se os nos nas 
superfícies como mostra a figura 2c.
Fig. l a -  Junta  p a r a f u s a d a
Fig. I b — D i a g r a m a  de c o r p o  l i v r e  de do is  d i s c o s  em c on ta to .
4Na. parte do plano de contato onde a tensão ê de compres 
são mantém-se as chapas unidas. Nesta etapa tem-se uma nova es­
trutura mas ccmo mesmo carregamento e requer-se nova solução pe­
lo programa de computador. Verifica-se novamente se existem ten­
sões de tração no plano de contato quando a ligação entre as cha 
pas ê eliminada. Como se observa o processo é iterativo, sendo 
alcançado o resultado quando nas sucessivas iterações não se ob­
serva mais tensão de tração no plano de contato. Como mostra a 
figura 2c somente para um raio menor que rc Ocorre tensões de 
compressão e segundo o método, corresponde ao raio de contato 
das duas chapas parafusadas. A distribuição de pressão no conta 
to das chapas é calculada de acordo com o método do elemento fi­
nito.
Para obter-se resultados mais precisos no calculo da 
distribuição de pressão de contato recomenda-se usar uma malha 
menor na divisão do elemento finitó como mostra a figura 2b ou 
seja na parte mais próxima do parafuso onde se tem uma concentra 
ção de tensão.
0 modelo de duas chapas, ate aqui descrito, representa 
ria a realidade com maior precisão, caso a força de atrito no 
contato impedisse o deslizamento das superfícies. Quando as duas 
chapas são de espessura diferente então o modelo da figura 2b de_ 
ve ser adotado. Sendo de mesma espessura então pode-se adotar o 
modelo de uma chapa afirmando que os nos ao longo do contato se 
deslocam, livremente na direção radial sem deslocar-se na dire - 
ção normal ao plano de contato. Desta forma serã necessário ana­
lisar somente uma chapa como mostra a figura 2d. Segundo os re - 
sultados obtidos na referência^ no modelo de duas chàpas obtém- 
se um raio de contato menor do que no modelo de uma chapa, como 
mostra a figura 3. A diferença entre os resultados obtidos na d£
terminação do raio r depende das dimensões das chapas, e segun-
- ' 1 1do a referencia a diferença pode ser da ordem de 301. Conforme 
a mesma pesquisa o modelo de duas chapas apresenta boa correia - 
ção com os resultados experimentais. Para os testes foram usados 
discos de aço inoxidável e as superfícies de contato foram lapi­
dadas .
Um dos métodos experimentais para a determinação do ra 
io de contato consistiu em parafusar os dois discos e girar vãri
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Fig. 2 c  — Deformações  da junta p a r a f u s a d a .
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Fig. 2 d  -  Divisão do e l e m e n t o  f i n i t o  do modelo  da  junta  
p a r a f u s a d a  de discos de m e s m a  espessura.
Fig. 3  — Distr ibuição d 
duas placos
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r / r j
p r e s s ã o  calculada  pelo modelo de 
de uma placa.
8as vezes um disco efíi relação ao outro de um ângulo de -59 e quan
do desmontado o conjunto, constatou-se um polimento da superfí -
cie realmente em contato, permitindo assim medir r . Na tabela 1r c
tem-se os resultados de teste e de calculo considerando o modelo 
de duas chapas e de mesma espessura. Considerou-se para o diâme­
tro externo e diâmetro do furo dos discos respectivamente os va ­
lores de 101,6 mm e 6,5 mm.
TABELA 1 - VALORES DO RAIO EM CONTATO DE CHAPAS PARAFUSADAS
Teste espessura e (mm)
diâmetro 
2 B (mm)
experimentaçao 
2 rc (mm)
calculo 
2 rc (mm)
1 1,65 10,7 10,65 - 12,2 12,4
2 3.15 10,7 12,75 - 13 ,50 14,05
3 4,86 10,7 14,75 - 16,3 15,75
4 6,45 10,7 17 ,8 - 19 ,4 17,80
5 3,15 25,4 2 7,0 - 28,0 27,8
6 4,86 2 5,4 28,3 - 29,8 30,8
Para os casos em que os corpos elásticos não apresen - 
tam simetria de forma e carregamento verifica-se em geral consi­
deráveis deslocamentos relativos na superfície de contato, p o r ­
tanto, não se recomenda o uso do método descrito.
Conforme serã descrito mais adiante o presente método 
também não é indicado quando as superfícies de contato apresen - 
tam um acabamento superficial de qualidade inferior.
3. MÉTODO DE WHITE E ENDERBY
0 método descrito a seguir foi utilizado por White $
12  -  Enderby para calcular a distribuição de pressão no mancai do
sistema biela-manivela com folga radial e carregado por um pino. 
Como mostra a figura 4a considerou-se um estado plano de tesões 
e as duas peças são divididas em elementos finitos. No presente 
caso tem-se elementos triangulares, onde a divisão das duas pe - 
ças é efetuada de forma independente, com exceção na superfície 
de contato onde os nos das duas peças são coincidentes.
Para a solução, os dois elementos estruturais são liga 
dos por elementos finitos triangulares superpostos como mostra a
9figura 4b. Um dos triângulos apresenta o terceiro no na superfí
cie interna da peça 1 e o outro com a mesma base mas o terceiro
no na superfície externa da peça 2. Como mostra a figura 4a,foi
considerado que o contato deveria ocorrer num iiigulo menor do
que 1059. Como mostra a figura 4a, foram colocados ao longo do
arco de contato, 15 elementos de ligação igualmente espaçados.
Para o presente exemplo foi considerado o aço para material das
duas peças como no início não ê possível conhecer o arco de con
tato entre as superfícies, supõe-se que o contato se verifica
somnnte no nõ do elemento 1 mostrado na figura 4a. Para a prepa
ração dos dados para o calculo das deformações no sistema consi_
dera-se que o elemento de ligação 1 apresenta grande rigidez ou
seja, adota-se um grande modulo de elasticidade, por exemplo 
12 271,6.10 Kgf/cm . Adotando uma grande rigidez do elemento, a- 
tende-se ã condição de compatibilidade ou seja que um nõ da su­
perfície de um corpo não pode estar no interior de outro corpo 
elástico. Para os outros elementos, ao longo do contato pode-se
arbitrar um mõdúlo de elasticidade qualquer, como por exemplo ,
2 - igual a 960000 Kgf/cm como mostra a tabela 2. Nos nos onde e
suposto que não vai haver contato considera-se um valor bem p£
queno para o modulo de elasticidade. Para efeito de calculo
considera-se a carga externa aplicada nos pontos D, E e F que
e uma considerável aproximação. Ao longo de AB considera-se os
nos fixos e segundo BC o deslocamento dos nos estão impedidos
segundo a direção y. No exemplo foi considerado uma carga de
2690 Kgf por centímetro de largura do mancai.
Como mostra a figura 4b onde R^ e R2 são respectiva­
mente o raio do eixo do mancai, então no contato sem carga das 
duas peças a folga e dada por:
h = R2 - (R2 - R )  cos 0 - \/r2 - (R2 - R- ^ 2 sen2 0 (1)
Sendo a = R2 - R-^  um valor pequeno quando comparado 
com R^ então- a equação (1) serã transformada para:
h = a (1 - cos 0 ) (2)
Para o presente caso foram considerados dois valores 
de a ou seja igual a 38 ym e 96,5 ym. Considerando estes valo 
res o valor de h poderã ser traçado em função de 9 como mostram
Fig. 4  -  a) Divisão do elemento finito do mancai e b iela
Fig.  4  -  b) Diagrama do s is tem a sem cargc
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as figuras 5a -.e. 5b.
Com os dados assim preparados pode-se através do pro­
grama de computador para o método do elemento finito, calcular 
os deslocamentos dos nos e através deste determinar os desloca­
mentos relativos dos pares de nos ao longo do contato. Como mos 
tra a figura 5a, .para a primeira iteração, o deslocamento rela­
tivo dos nos na direção radial é maior do que os valores de h 
para o ângulo menor do que 459 , ou seja, a superfície interna 
do mancai e a superfície externa do eixo se superpõem. Isto não 
pode ocorrer na pratica logo a rigidez dos elementos finitos de 
ligação das duas peças deve ser aumentada.
A alteração da rigidez destes elementos será efetuada 
da seguinte forma. Se, para um dado par de nõs ê a folga ra­
dial e ê a aproximação resultante da iteração i então para 
a iteração i+1 o novo modulo de elasticidade para este par de 
nos ê dado pela equação:
E- h.
E i + 1 = C3)
r
A tabela 2 mostra a alteração do modulo de elasticida 
de dos vãrios elementos de ligação para as diversas iterações. 
Como se verifica nesta tabela e na figura 4a o contato entre as 
duas' peças somente ocorre para ângulos menores que 759 .
Na figura 5a, para facilitar o traçado e tornar-se 
mais claro, não foram representadas todas iterações. Quando a 
folga radial de 96,5 ym foi considerada e para início de cálcu­
lo adotou-se para os elementos de ligação os mõdulos de elasti­
cidade da última iteração, dados na tabela 2 , foram necessárias 
somente tres iterações como mostra a figura 5b. Nesta figura 
tem-se representado novamente os dados da figura 5a para compa­
ração.
A figura 6a mostra os valores calculados da distribui^ 
ção de pressão ao longo do contato das duas peças. Uma das mai­
ores dificuldades na prática consiste em medir a distribuição 
de pressão no contato de corpos elásticos. Para analisar a pre­
cisão dos resultados teõricos, comparou-se a tensão tangencial 
calculada e medida na superfície interna e externa do mancai co 
mo mostra a figura 6b. Como se observa obteve-se boa correlação
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Fig.  5 -  a) Variação dos deslocamentos radiais relativos dos pares de nós 
*  na superfície de contato.
Fig. 5 -  b) Comparação dos deslocamentos radiais relativos para folgas  
radiais de 3 8  j j m  e 9 6 , 5  ^ m .
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e
Fig .  6 _  a) Distribuição de pressão no contato do eixo 
e m a n c a i .
f
Fig.  6 -  b )  Distribuição da ten são  circunferencial na superf ície  
interna e externa do manca i .  —  calculada.— -  medida.
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entre os resultados teoricos e experimentais.
Na maioria das aplicações ocorre um considerável deslo
camento relativo dos nos na direção da superfície de contato.
Neste caso e adotando elementos de ligação de grande rigidez,e£
tes também transmitem forças tangenciais no contato normalmente
maiores do que as forças de atrito, portanto, este efeito induz
erros nos resultados. No exemplo do sistema biela-manivela não
se verificou maiores deslocamentos relativos das superfícies na
12
direção da superfície de contato , portanto, os resultados te­
óricos não foram prejudicados.
4. MÉTODO DE SCHOLES e STROVER
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Scholes e Strover tem apresentado um metodò que per 
mite o cálculo das forças ou distribuição de pressão no contato 
de corpos elásticos. Neste método considera-se contatos em pon­
tos discretos onde admite-se folga ou perda de contato durante 
o carregamento da estrutura.
0 método apresentado pode ser descrito da seguinte 
forma. A figura 7 mostra duas estruturas que podem entrar em 
contato em diversos pontos dependendo do carregamento externo.
As folgas podem ser em qualquer direção e as forças de contato, 
{P}, apresentam as direções correspondentes. Quando num ponto 
discreto j existe uma folga então a força de contato Pj = 0 .
As matrizes ÍP^} e {P2 } são os vetores de carregamen­
to externo nas estruturas 1 e 2. Como mostra a figura 7 a estru 
tura 2 está aterrada enquanto que a estrutura 1 pode ou não es­
tar aterrada. Para a estrutura 1, um conjunto de deformações 
{X^}, suficiente para definir movimentos rígidos, é usado para 
cálculo da flexibilidade è equilíbrio.
Os deslocamentos nos pontos de contato da estrutura 2 
devido a um aumento das forças externas {P2 } e das forças de 
contato são dados pela equação:
{du2 } = k [F2] <P2J * [F22]fdP> ' (4)
onde: k define o acréscimo da força [^2] ® a matriz de
flexibilidade nos pontos de contato para as forças {P 2 } , [^22 
é a matriz de flexibilidade nos pontos de contato para as for - 
ças {P }.
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Da mesma forma pode-se escrever para a estrutura 1 a 
seguinte equação:
{dul } = [T ]{dXl } + k [Fl]{Pl} " [Fll] {dP}
onde ê uma matriz de transformação, [f ^i] ® a matriz de
flexibilidade nos pontos de contato da estrutura 1 relativo ao 
movimento rígido do corpo, e [fJ ê a matriz de flexibilidade 
nos pontos de contato para as forças {p^}.
Para o caso em que ocorre o contato entre os corpos 
elásticos então a variação dos deslocamentos , devido â varia­
ção de carga, nas duas estruturas devem obedecer a seguinte re 
lação:
[c] ( d u ^  = [c]{du2> (6)
onde [C] ê uma matriz de ligação que apresenta uma coluna pa_ 
ra cada possível contato e uma linha para cada ponto realmen­
te em contato. Assim C^ . = 0 com exceção do caso em que a li - 
nha i corresponde ao ponto de contato j quando = 1 .
Introduzindo as equações (4) e (5) na equação (6 ) ob
tém-se:
[c ] C[T]{dXx } + k [F J { P: ) - [Fi J { dp>)
= [ CM F2] {P2} + [F22] ( d P ) ’
OU
- [c ] [T] {dxi> - [c]c [Fxi] +
-  k [ C ] ( [ F l l ( P l >  -  [ F 2 ] 1 P 2 »
Chamando £fJ = [f^i] + [F2z] e sat>endo clue [^]t [^J 
ê a matriz unitária, tem-se:
-  [ c ] [ T ] t d X i )  ♦ [ C ] [ F ] [ c ] t [ c ] f d P >  =
“ k [C]<[Fl](Pl) - [F 2] (P2 > W
Como mostra a figura 7 a estrutura 2 está aterrada 
e para a estrutura 1 tem-se a seguinte equação de equilíbrio:
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[K,] (dX } = k [ T J { P  } - [t ] t{dP} (8)
onde [ K ] é a matriz de rigidez da estrutura 1 considerando 
os deslocamentos {X-^ } e [T^] é uma matriz de transformação das 
forças {P^}. A matriz [K^] pode ser de uma estrutura parcial - 
mente ou não vinculada então para a solução serã necessário a- 
dicionar nesta matriz valores bem pequenos para evitar que es­
ta seja singular.
Combinando as equações (7) e (8) pode-se escrever:
[Kj [T]* [Cl* {dXj }
- [C] [T] [C] [F] [C] 1 [C] {dP}
[T,] (P1 >
[C] [Fj]{Pj} - [F2](P2)
(9)
No inicio antes de aplicar a carga as folgas nos pon 
tos de contato são dadas pela equação:
{h} = {u1> - {u2> (1 0 )
Para resolver a equação (9) , assume-se que a matriz 
de ligação £c] ê conhecida, então a variação de {dX^} e {dP1} 
podem ser calculadas em função de k, ou seja, toma-se k = 1 .
Conhecendo estes valores pode-se calcular a variação 
das folgas nos pontos de contato pela seguinte equação:
{dh’> = {du'} - {du’}
ou
{dh* } = [T]{dxp + [FjíPi} - [F2] {p 2 > - [F] {dP ' } (1 1 )
0 sistema de equações (9) pode ser calculado para um 
acréscimo de k que provoca duas situações. Em primeiro lugar 
quando uma folga se torna nula e segundo quando um ponto sai do 
contato. A primeira situação ou o acréscimo das forças externas 
para a qual se verifica um novo contato é dado pelo menor valor 
de k^ de tal forma que h^ + dh^ k^ = 0 excluindo os pontos jã
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em contato. Isto significa que o acréscimo k da carga ê o míni_ 
mo valor positivo de:
ka = (-h./dh!) (1 2 )
Para a segunda situação o acréscimo da carga externa 
que faz com que um ponto sai do contato é dado pela relação 
P. + dP ! k. = 0 . ,  onde se inclui somente os pontos ia em conta- 
1 1 1
t o . Desta forma o acréscimo da carga k^ é dado pelo menor valor 
positivo de :
kb = (-Pi/dP:) (13)
O valor de k que define o acréscimo da carga é então 
dado pelo menor valor entre k& e k^. Quando estes valores são 
calculados e substituídos na equação (9) calcula-se os valores 
de {dX-^} e {dP}. A partir destes valores a variação da folga 
{dh} serã calculada por:
{dh} = [T]{dX1> + k CF -jl {P 2} - k [F2] (P2 } - [~F] {dP} (14)
Conhecendo-se ídX-^}, {dP} e {dh} pode-se redefinir os 
valores de {X-^ } , {P } e {h}.
Para a segunda iteração a matriz de ligação [C] é de­
finida e todo o procedimento repetido. Procede-se desta forma 
até que toda carga externa seja aplicada ou £k = 1. Quando para 
a última iteração tem-se que E k >1 o valor de k devera ser re­
definido de tal forma que zk = 1 .
No início do processo e para a maioria dos casos prá­
ticos ê difícil definir a matriz de ligação [C] , portanto, 
considera-se que não existe contato entre as estruturas então a 
equação (9) se reduz para:
Kx { d X p  = fTj] (P1) (15)
Para ilustrar o método é considerado o exemplo da fi­
gura 8 onde os valores indicados representam a constante de mo­
la. Para simplicidade supõe-se que as duas barras sejam rígidas 
e que apresentam somente um grau de liberdade ou seja o movimen 
to na vertical.
Para este exemplo tem-se as seguintes matrizes:
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F ig .  7  -  Mode lo  de duas es tru turas  e lás t i cas  em conta to  em pontos 
d i s c r e t o s .  '
F i g .  8  -  E x e m p l o  s i m p l i f i c a d o  de d u a s  e s t r u t u r a s  em conta to .
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Í X 1 ) = 0  ; ( P - L } =  5 ? [ T j ]  =  1  ; [ K J  = 1  ; { P
2 }
' 1  ' ' i " ' 0  " ' 0  "
í h }  = 2 ; [ T ]  = 1 ; Í P }  = 0 ; [ F  = 0
3
L A . 1 . _ 0  „ . 0
tFlí
'o 0 o' '1,25 0,25 0,25'
0 0 0 ; ^F 2 2  ^ ^  =
0,25 1,25 0,25
_ 0 0 o. 0,25 0,25 ■1,25,
Para a primeira iteração e considerando a equaçao (15)
tem-se:
d X = 5
Substituindo este valor na equação (11) a variação 
das* folgas ê dada por:
{dh } =
4.25
4.25
4.25
Considerando a equação (12), k = 0,235 e quando substituído ema.
(9) tem-se que dX^ = 1,176. Desta forma a primeira iteração es_ 
tá completa e o carregamento ê tal que a primeira mola entra em 
contato , logo tem-se :
{X1 ) = 1,176 ; {dP} =
--
--
-
1
O
í f01
’i'
0 1!
I—*“»
CU'-Y-' 0 II1
rCnd 1
. 0 .
O
» . í.
{h} =
Procedendo da mesma forma, na segunda iteraçao tem-se
que
C = f i  0 0] (dP'} =
1 , 8 8 8 ' 
0 
0
{ d x p  ■= 3,112
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{dh '} -
0
1,89
1,389
k = 0,529 ; {dXn} = 1,64 ; {X1}= 2,816
a. i i
' 1 ’ "l ' " o' * 0 '
{d?> = 0 ; {P} = 0 ; (dh) = l ; íh} = 0
. 0 , . 0 . . 1 . 1 .
Para a terceira iteração tem-se:
CC] =
• r i 2i -
1 0  0
; {dX*} = 2,58 ; ídP’ } = 1,21
0 1 0 1
0
{dh '} =
0
0
1,12 5
k = 0,9 
a
Somando os valores de k obtêm-se Ek = 1,664 que ê3. cl
maior do que 1 , logo deve-se reduzir o valor de k para últi-cL
ma iteração ou seja igual a 0,236, portanto, tem-se:
(dX1 > = 0,608 {X1 } = 3,4 24 {dP} =
0 ,286 
0 ,286 
0
'l ,286 " 0 0
{P} = 0,286 ; ídh} = 0 ii
r£í 0
. o . .0,431. .0,569.
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Aplicações mais complexas foram apresentadas na refe­
rencia” '. 0 primeiro exemplo esta mostrado na figura 9a onde 
tem-se uma bucha e um pino. Como o sistema ê simétrico conside- 
rou-se, para a analise, somente a metade das duas estruturas. A 
folga radial adotada foi de 75 ym. Para o calculo das flexibil_i 
dades nos pontos discretos de contato foi utilizado o método do 
elemento finito, para o qual tem-se a divisão, em elementos tri_ 
angulares mostrada na figura 9a. Desde o início foi suposto que 
o contato entre as duas pêças deveria ocorrer ao longo dos nos 
indicados ou seja 9.
As duas peças foram consideradas de aço e as dimen - 
sões estão indicadas na figura, e a largura da bucha foi de 
2?5,4 mm. 0 carregamento foi aplicado por uma fo-rçca concentrada
22
/  1
_j 6 3 ,5  mm m
xc 7 5 W l  ' — Força ^  K-
1 0 2 ,0  mm t
Fig.  9 -  a )  Divisão do elemento finito da bucha e pino.
nos nos
9sx
F ig .  9  -  b )  D i s t r i b u i ç ã o  do c a r r e g a m e n t o  no contato.
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no centro do pino. Na figura 9b tem-se representado a sequência 
dos valores calculados das forças nos pontos de contato. Como 
se Verifica tem-se valores máximos mais proximos do final do ar 
co de contato.
Outro exemplo está mostrado na figura 10 onde tem-se 
um eixo apoiado em suportes flexíveis. Os valores indicados na 
figura, são quantidades adimensionais dadas pela relação:
■ P L3
E I h
onde P ê a carga aplicada, L a distância entre apoios, E I rig.i 
dez a flexão do eixo e h a folga. Como mostra a figura 10 tem-se 
toda a sequência dò carregamento do eixo, onde se verifica a mu 
dança de contatos nos apoios flexíveis.
A aplicação deste método não ê recomendado para a mai_ 
oria dos casos práticos como por exemplo em juntas moveis usa - 
das em maquinas ferramentas e juntas parafusadas devido ao que 
segue. Para determinar com razoãvel precisão a distribuição de 
pressão no contato das juntas serã necessário considerar um nu 
mero elevado de pontos de contato. Para estes casos a única so­
lução viável de cálculo das flexibilidades ê pelo método do ele_ 
mento finito. Para a determinação das matrizes de flexibilidade 
[F^ ] e fF2  ^ s^° necessãrias duas soluções do elemento finito, 
enquanto que, para determinar as matrizes fF^ -j] . e 1^22^ necessí. 
ta-se d.e um número de soluções do elemento finito igual ao do­
bro do número de pontos de contato.
A outra dificuldade surge quando se considera a flexi­
bilidade das superfícies de contato como serã visto mais adian­
te. Neste caso as flexibilidades e [$22^ teriam Q116 ser 
recalculadas apos cada passo do carregamento. Por último, o e - 
feito da rigidez tangencial das superfícies de contato e das 
forças de atrito torna-se difícil de ser considerado.
5. MÉTODO DE CHAN e TUBA
O método desenvolvido nas referências^ ’^  pode ser 
extendido para problemas tridimensionais, mas para a sua descri^ 
ção foi considerado um caso de estado plano de tensão ou defor­
mação, como mostra a figura 11a. Para o cálculo da distribuição
I 6 2 f  f 162
F ig . 10 -  Deformações da barra a p o ia d a  em suportes f lex íve l  
folga h .
eom
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de pressão no contato dos corpos elásticos foi utilizado o meto
do do elemento finito. Os dois corp^os elásticos são divididos
em elementos finitos de forma completamente independente, inclu
sive ao longo da superfície de contato, como mostra a figura 11
b onde Nv ê um nó da estrutura A e os nos N- e N. são nos da es 
K J
trutura B. Pode-se então, escrever para os dois corpos em conta 
to as seguintes equações de equilíbrio:
[K!]{ua} = {Pa} * {Pj) 
= <pk ) +
( 1 6 )
onde [K ] , [^J sa0 as matri zes-, de rigidez, {u& } e {u^} os ve - 
tores de deslocamentos; e ^ 5 -^ as f°rÇas externas aplica -
das nos nos, {P^} e (P^) as forças desconhecidas aplicadas nos 
nós ao longo das superfícies de- contato.
A equação (16) pode ser transformada para:
K
K,
u
u.
p 'a
pb
> = (17)
Desde que {P '} está em equilíbrio com {P/} a equaçao 
â  D
(17) será escrita como segue:
f
cti
1
H
Kb ub
M  <
/ s.
P ’a
< > = <
0
K
(18)
A matriz [D] e uma matriz de ligação cujos termos são 
determinados como segue. Para simplicidade considera-se que a 
enumeração dos nós ao longo do contato do corpo A seja de 1 a m 
e para o corpo B de m+1 a n.
Desta forma tem-se que D^ , ^ = 1 para k = 1 a 2 m. Pa­
ra determinar os demais termos da matriz considera-se a figura 
11c. Sendo P^ a força de contato aplicada no ponto então de­
termina-se as forças nos nós i e j como segue:
L.
P.’ = 1 Pk t1 L.
3
P! = 
3
L._i_
L .
3
A partir destas relações, os termos da matriz [D] sao
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dados em geral pelas relações
L.
D2k-l,2i-l = D2k.2±---í1 , :1 para 05 p0nt0S N i
j (19)
L.
D2k-l,2j-l “ D2k,2j ' ' “T  Para os pontos N.
j
onde k = m +1 an e i,j = 1 a n-m.
Caso a disposição dos nos ao longo do contato não o- 
bedecem a forma da figura 1 1c deve-se preparar outros algorit - 
mos. Normalmente nos extremos das superfícies de contato as re­
lações (19) também não são válidas. De acordo com o descrito , 
considerou-se dois graus de liberdade por no mas para problemas 
tridimensionais tem-se tres graus de liberdade, portanto, as e- 
quações (19) deveriam ser modificadas.
Para simplicidade de escrita a equação (18) será modi^ 
ficada para:
[A] {U} - [D] {P ’ } = {P } (20)
Na equação (20) tem-se mais incógnitas, {U} e {P'},do 
que equações, logo são introduzidas condições de compatibilida­
de ou seja que pontos do corpo A não podem estar no interior do 
corpo B. Esta condição ê dada pelo seguinte produto vetorial
(Vk - V.) X CVj - v p  < 0 (21)
onde o vetor Vr (r = i,j,k) ê a soma do vetor de posição inici­
al com o vetor de deslocamento dos nos.
Quando se considera o atrito nas superfícies de conta 
to, as forças de atrito são dadas p o r :
|P^ .|< f | | sem escorregamento (22)
P^. = + f | | t com escorregamento (23)
onde P| ê a força de atrito, P^ a força de compressão normal 
ã superfície , f o coeficiente de atrito e t um vetor unitá­
rio tangente ã superfície de contato.
Quando um determinado ponto, N não está em contato, 
logo ?2r 2 e P ^  são nulas, então as correspondentes linhas
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do sistema de equações sao as seguintes:
N 
E
j = l
N 
£
j = 1
onde N é o numero de nos do sistema.
(24)
 A 0 • ü. = P 0 
2r , 3 3 2r
Para a solução do sistema de equações (20) e (21) foi
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usado o metodo descrito na referencia
Para o cálculo das forças nos pontos que estão ou não
em contato procede-se da seguinte forma. Como este caso é um
problema não linear um procedimento iterativo ê adotado para
sua solução, portanto apos um determinado número de iterações
supõe-se que a posição relativa entre o pontú N^ . e a linha
que une os pontos e INL seja como mostra a figura 11c. As
forças de contato são calculadas, em função da interferência
ou separação do ponto N, e da linha-N-N.. Seja o ponto onde
k  1 3  K
se inicia o contato entre o ponto N, e a linha N.N..
Para a construção da matriz (D] foi suposto que quan 
do uma força q ê aplicada no ponto então as forças aplica­
das nos pontos e seriam dadas respectivamente por:
L. L.
- ( 1 ---- ) q e ---i q
V
Considerando que r seja um no na superfície de conta 
to, então ao supor que os demais nos sejam fixos, a matriz de 
rigidez deste ponto apresenta a seguinte forma:
[K] r
■^ 2r-l,2r-l ^ 2r-l,2r
^ 2r,2r-l ^ 2 r,2r
(25)
onde r = i,j ,k para os pontos N-, , N. e N. .
K i  3
Sendo a matriz de rigidez dos pontos e do ti­
po da equação (25) então a matriz de flexibilidade no ponto 
na superfície do corpo B, que ê a projeção do ponto do cor­
po A, será dada por:
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a)
Ni
Li
P.'
c )
d)
Fig. I I -  a )  Modelo de dois corpos e lá s t i cos  em con ta to .
b )  R epre se n ta çã o  dos nós ao l o n g o  do contato.
c) Esquema para efe i to  de c a lc u lo  das  forças de contato.
d )  R ep re se n ta çã o  dos des locam ento s  relat ivos dos nós ao 
longo do c o n t a t o . ,
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[K’]"J = (1 ~ —  ) 2 [K] "J + ( ) 2 [K]~J . (26)
K T T J
j J
As deformações no ponto N^ ., sobre a linha devido
ao carregamento q são dados por:
v = j X j  = - [K'3 " l  q (27)
U  J fy
Se um pequeno acréscimo da força normal Aqn ê aplica­
da no ponto Nj,, o deslocamento deste ponto será Aw, e uma força 
oposta Aqn ê aplicada no ponto , o deslocamento deste ponto 
ê Av e pode-se escrever:
'AU2k-lT
Aw = <i > = A(^ n (28a)
vAU2k
AV = - [K'] J  A q n  (28b)
Pretende-se agora determinar a força Aqn que farã 
com que o ponto se desloque sobre a linha N^ N.. , ou seja 
que não haja interferência dos dois corpos elásticos, logo:
( Aw - Av) . n = AN (2 9)
onde AN e a distância entre o ponto N^ . e a linha e n
ê um vetor unitário normal a superfície de contato.
Substituindo as equações (28a) e (28b) na equação 
(29) tem-se:
. ([Ck T J  + CK'] "J]Aqn ) . n = AN (30)
e Aqn x n = 0 (31)
Sendo determinado o valor de Aq^ pode-se calcular a 
força normal no contato pela seguinte relação:
% s+1 = % s + <32) 
onde s é a ordem da iteração.
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No caso em que q
s + 1 
n
dera-se :
q 5+1 = 0
não é de compressão então consi
(33)
Quando as forças de atrito são consideradas pode-se
escrever :
L  -
( [K '] J ■ + [K] J) qt . t = AT
qt x t = 0
(34)
(35)
onde AT ê a distância entre os pontos e na direção tangen 
ciai.
A força de atrito ê dada pelas seguintes equações:
— s+1 — |— i r i m+1
q t = <tt 56 I Æ f i % (36b)
ou
„S+1 _ r 
= f
S + 1
an se > f |q
s + 1 
n (36b)
onde a equação (36a) corresponde ao caso em que não ocorre es­
corregamento das superfícies, e a equação (36b) quando hã escor 
regamento das superfícies.
Quando concluído o processo iterativo tem-se, pelas 
equações (32) e (36) , as forças do no , dado pela relação
P 1 
2k-l
P 1
2k
s + 1 (37)
Uma das principais desvantagens deste método surge 
quando serã necessário considerar as forças de atrito. Neste ca 
so ê necessário determinar o ponto N£ ou seja onde o ponto N^ . 
do corpo A inicia o contato com o corpo B. A localização do 
ponto N£ permite determinar a direção das forças de atrito.
Para determinar a localização do ponto N£ procede-se 
da seguinte forma. Inicialmente a força externa e reduzida, um 
valor arbitrário, determina-se as forças de contato e desloca­
mentos ao assumir que as forças de contato existam somente nos 
pontos onde os pontos N^ . são conhecidos e determina-se a varia
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ção das folgas nos outros pontos onde poderã haver contato. A for 
ça externa ê aumentada graduativamente atê que a folga para um d£ 
terminado ponto é menor do que um valor admissível, portanto, lo­
calizou-se novo ponto N£. Com mais pontos, conhecidos, conside 
ra-se no calculo as forças de contato destes pontos. Assim suces­
sivamente aumenta-se a carga atê que o carregamento externo seja 
integralmente aplicado. Como se verifica o trabalho de computação 
ê anti-econômico e segundo a referência"^ deve-se evitar ã medida 
do possível.
A precisão deste método foi testada no contato de dois 
cilindros"^ e quando os resultados da distribuição de pressão fo­
ram comparados com os resultados abtidos pela solução de Hertz ob 
teve-se boa correlação.
6 . RIGIDEZ NORMAL E TANGENCIAL DAS SUPERFÍCIES USINADAS.
Quando uma superfície usinada ê analisada no rugosíme - 
tro verifica-se que esta se apresenta com asperezas maiores ou me_ 
nores dependendo do processo de usinagem e de sua qualidade. Colo 
cando duas superfícies usinadas em contato constata-se que a área 
real de contato ê menor do que a aparente ou seja somente se ver^ 
ficam contatos nos picos das asperezas"^ ’^ ^ . 0 número de contatos
aumenta com a pressão no contato.
a - -j • 9,18 ,19 ,23 ,24 , , 'Através de ensaios quando duas peças de p£
quena área aparente de contato são pressionadas, as deformações
ou a aproximação das superfícies e da forma mostrada na figura
1 2 .
Segundo as pesquisas realizadas a aproximação das super 
fícies pode ser relacionada à pressão de; contato pela equação:
- >' ! l'n (383
onde An ê a aproximação das superfícies dada em y m , pn ê a pres­
são de contato dada em Kgf/cm^ e os valores de c e m dependem do 
acabamento superficial e do par de materiais das peças em contato. 
0 valor de m ê da ordem de 0,5 e o valor de c varia entre 0,3 e 
2,0 para o caso de aço e ferro fundido ao considerar os tipos con 
vencionais de acabamento superficial. Um estudo mais completo a
respeito da rigidez normal das superfícies pode-se encontrar nas
r  - . 9,18,19,23,24 referencias .
K
g
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Fig. 12. Relação entre a p re ss ão  e deformação para superfícies de f e r ­
ro fundido, I -  Ret i f icado.  2 - Rasqueteado f i n o ,  Z =  2 4 a  3 6 .  3 -  
Plainamento de acabamento.  4 - R a s q u e t e a d o  normal .  5 - Rasque 
teado grosseiro, Z = 5 a l O .
í
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No caso em que as peças sao submetidas a 
to normal e posteriormente ao carregamento tangencial tem-se que 
a relação entre a pressão tengencial e a deformação ê da forma 
como mostra a figura 13a. Como se verifica no primeiro carrega­
mento tem-se deformações permanentes que são de natureza elãst^
2 5 ~
ca, plástica e de escorregamento . Quando as superfícies sao
descarregadas é carregadas sem ultrapassar a pressão do primei­
ro ciclo de carga então o comportamento ê puramente elástico'.Po 
de-se desta forma traçar a variação da flexibilidade tangencial 
das superfícies em função da pressão normal como mostra a figu­
ra 13b. As figuras 14a e 14b mostram resultados obtidos nas re- 
9 19ferências ’ e como se verifica nos ciclos sucessivos de car­
ga e descarga o comportamento das superfícies ê aproximadamente 
linear, portanto, pode-se relacionar a pressão e deformação tan 
gencial como segue:
À„ = K p (39)s s *s
onde e p g são respectivamente a deformação e pressão tangen­
cial na superfície de contato. -
Como mostra a figura 13b, o valor de Ks decresce com
o aumento da pressão normal p , e tem-se verificado que a flexi^
n 9 19
bilidade tangencial pode ser relacionada com pn como segue * :
K = - . -- q- (40)
(P )*n
onde R e s dependem do acabamento superficial e do par de mate­
riais.
9 19
De acordo com estudos efetuados pelo Autor ’ o va­
lor de s ê aproximadamente igual a 0,5 e o valor de R pode ser 
calculado como segue :
R = c m (41)
G
onde E e G são os modulos de elasticidade normal e tangencial
2
do par de materiais dados em Kgf/mm .
Na figura 14a e 14b tem-se os resultados experimen- -
9 19tais ’ da flexibilidade tangencial de superfícies de ferro
Fig. 13 a -  Deformações tangenciais de superfícies de ferro fundido, uma retificada e outra 
rasqueteado.. a )  Contato de cinco minutos, linhas continuas para superfícies sêcas 
e tracejadas com lubrificação, b) Unhas continuas para contato de 2 4  horas e
tracejadas para cinco minutos.
<0
0 .7  
0.6 
0 . 5 f  
0 .4  
0.3 - 
0.2 
0.1 ■
8 10 II 12 13 14 15 pn K g f /c m 2
Fig. 13b -  Resultados experimentais da flexibilidade de superfícies de ferro  f u n d i d o .
I -  Rasqueteado norm al. 2 -  Rasqueteado f i n o .  3 -  Torneamento fino . 4 -  Re­
tificado. 5 -  Rasqueteado muito f i no .  •, ■ L
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fundido considerando altas pressões de contato. Na figura 15b, 
tem-se uma comparação entre a flexibilidade tangencial e nor­
mal com o objetivo de comprovar que a relação entre as flexi^
bilidades K e K ê da ordem de E/G. s n
0 estudo apresentado até o momento é válido quando 
a pressão normal é aplicada integralmente e em seguida aplica- 
se o carregamento tangencial.
Quando o carregamento é aplicado simultaneamente èn- 
;e c
pela relação:
9 19 ~ ■ . - ■
tao pode-se demonstrar ’ que a deformaçao tangencial e dada
X ’ = • -R ■ (p - p ) (42)s *n Mio' v J
1 -. s
onde a é a relação entre a pressão tangencial e normal e que 
deverá ser menor do que o coeficiente de atrito f quando a pre^ 
são normal inicial p é nula.
n0
Para comprovar os resultados teoricos da equaçao (42)
9 19 ~foram efeutados testes ’ obtendo relações entre ps e X^ como
mostram as figuras 16a e 16b. Nestas figuras as curvas S repre­
sentam o carregamento simultâneo, enquanto que as curvas NS in­
dicam o carregamento não simultâneo. Comparando as equações 
(42) e (39) e como s é aproximadamente igual a 0,5, conclui-se 
que no carregamento simultâneo a deformação deverá ser o dobro. 
Nos testes efetuados, foi possível o carregamento simultâneo , 
somente no primeiro ciclo de carga e observando as figuras 16a 
e 16b constata-se que as equações são válidas.
Como um ultimo dado necessário para os métodos de c a l  
culo da distribuição de pressão e deformações em corpos elásti­
cos em contato, que serão descritos a seguir, é a deformação e- 
lãstica limite acima da qual as superfícies escorregam. Para 
que não haja escorregamento entre as superfícies, a pressão tan 
gencial deve ser menor do que a força de atrito ou seja:
P s í  f  P n  ( 4 3 ) .
Substituindo nesta equação o valor de p- em função de
X , e p em função de A tem-se que a deformação elástica limi- s *n v n n *
te é dada por:
38
F ig .lõ a  -  comparacao da flexibilidade tangencial de superfícies de fe rro  fund ido .
pn K g f / c m 2
F i g .  15b — Flexibi l idade normal e tangencial  em f un ç ão  da pressão normal  
p ar a  superf ícies de f e r r o  fu n d id o  ( R e t i f i c ad o  e rasqueteado)
3 9
oo
cg
O
Ê
=v
</>
c\J
Ó
O
CM
Ö
OJ
Ö
00
O
Ö
O
Ö
2 uio / í 6>í Sd
Fi
g.
 
1
6
a
— 
D
ef
or
m
aç
ão
 
ta
ng
en
ci
al
 
de
 
su
pe
rf
íc
ie
s 
de
 
fe
rr
o 
fu
nd
id
o 
(R
as
qu
et
ea
do
 
e 
re
tif
ic
ad
o)
. 
S
- 
C
ar
re
ga
m
en
to
 
s
i­
m
ul
tâ
ne
o.
 
NS
 
- 
C
ar
re
ga
m
en
to
 
nã
o 
si
m
ul
tâ
ne
o.
 
M
ax
im
a 
pr
es
sã
o 
no
rm
al
 
de
 
. 9
.0
' 
K
g
f/
cm
2 
pa
ra
 
to
do
s 
te
st
es
.
40
e
=v07
X
oC\i
o
to
ó
o
o
IO
Od
F
ig
. 
16
b
- 
R
el
aç
ão
 
en
tre
 
a 
pr
es
sã
o 
e 
de
fo
rm
aç
ão
 
ta
ng
en
ci
al
 
de
 
su
pe
rf
íc
ie
s 
de
 
fe
rr
o 
fu
nd
id
o 
(r
et
if
ic
ad
o
 
e 
re
ti
­
fic
ad
o
).
 
S 
- 
C
ar
re
ga
m
en
to
 
si
m
ul
tâ
ne
o,
 
NS
 
- 
C
ar
re
ga
m
en
to
 
nã
o 
si
m
ul
tâ
ne
o.
 
® 
M
ax
im
a 
pr
es
sã
o 
n
o
rm
al
 
de
 
50
 
K
g
f/
c
m
2.
 
x 
Ide
m 
pa
ra
 
30 
K
g
f/
c
m
^
.
41
Xs£ = f R (— ) (44)
c
que e valida para o caso em que o carregamento não ê simultâneo.
Para carregamento simultâneo pode-se deduzir da mesma 
forma a seguinte equação:
x . . (45)
st 1 - s c
As relações (44) e (45) permitem determinar se as su­
perfícies enr contato estão deformadas elasticamente ou se houve 
escorregamento na direção tangencial.
7. MÉTODO DE SIMULAÇÃO DA PRESSÃO.
9 21
Para a descrição do metodo ’ considera-se o calculo 
da distribuição de pressão no contato é as deformações, devido 
a força P, dos corpos elásticos em contato mostrados na figura 
17a. Para simplicidade supõe-se que as peças sejam de pequena e 
igual» espessura de modo a considerar um estado plano de tensões 
o que não ê uma limitação. 1
0 primeiro passo para a solução consiste em dividir 
ambas as peças em elementos finitos,,como mostra a figura 17b , 
d e  uma forma independente, com exceção ao longo do contato on­
de recomenda-se que os nõs sejam coincidentes formando pares de 
nos. A distância entre os consecutivos pares de nõs pode ser di^  
ferente mas, como será mostrado mais adiante, o cálculo e prepa 
ração de dados torna-se mais fácil quando as distâncias são i- 
guais.
Considerando que o sistema seja simétrico, como mos - 
tra a figura 17a, então os deslocamentos u ao longo de AB são 
nulos, então os dois corpos elásticos são analisados independen 
temente com os pontos A e B fixos. -
A solução do problema ê de forma iterativa, então pa­
ra a primeira iteração assume-se uma distribuição de pressão no 
contato, por exemplo, pressão uniforme estaticamente em equilí­
brio com a força externa P. Desta distribuição de pressão, cal-
cula-se forças equivalentes CP r ■ . concentradas nos nõs como * M  ^ (i+ír)
mostra a figura 17b. Com os dados assim. preparados, calcula-se 
as deformações das duas peças, através de um programa- de compu-
p
a) ■ -
P (j + n )
F ig . 17. a )  Modelo de corpos elásticos em contato.
b ) Divisão em elementos f in itos  e fo rças nos 
no's ao longo do co n ta to .
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tador para o método do elemento finito. Considera-se, assim , 
que os deslocamentos v, das duas peças, ao longo do contato , 
sejam os mostrados na figura 17c.
Para a preparação dos dados da segunda iteração, cal - 
cula-se em primeiro lugar a diferença dos deslocamentos v dos 
pares de nos como segue:
d (i+n, i + j) " V (i+n) V (i+j) *-46-^
Comparando os valores da equação (46) , seleciona-se o
menor valor, seja d ( e calcula-se os seguintes valores:
V 1 5 J )
D (i+n, j+n) " d (i+n, j+n) ~ d (i,j)
que estão apresentados na figura 17d.
Para a segunda iteração calcula-se uma nova distribui^ 
ção de pressão, função dos deslocamentos v, ou de uma forma ja 
modificada conforme os valores da figura 17d. Pela figura 17d, 
pode-se concluir se os componentes da junta são flexíveis ou 
não e consequentemente se o contato entre as duas peças perman£ 
ce ou não ao longo da superfície aparente. Supõe-se no caso em 
que o contato permanece ao longo da superfície nominal. Conside^ 
ra-se então uma extrapolação linear como mostra a figura 17d.Pa 
ra as aplicações praticas esta ê uma boa aproximação, isto por­
que, a pressão nesta parte da superfície ê pequena e pode-se 
considerar que as superfícies em contato permanecem retilíneas. 
No ponto onde se tem o menor valor da equação (46) , assume-se 
que a compressão das superfícies seja um valor arbitra
rio em geral bem maior do que o valor final esperado. A partir 
deste valor traça-se uma linha reta como mostra a figura 17d, e 
no ponto de intersecção com a curva, a pressão de contato torna 
se nula. As distâncias entre estas duas linhas, considera-se co 
mo sendo as deformações de contato e são calculadas por:
Xn(i+n,j+n) ~ Xn(i,j) D (i+n,j+n) (-47^
De acordo com a equação (38) pode-se calcular a pres­
são nos pontos dos pares de nos como segue:
44
(i+n,j +n)  ^ l/m (48)
c
que esta apresentada na figura 17e.
Quando esta distribuição de pressão ê integrada ao
gual a força externa P, caso contrario a suposição inicial não 
é correta. Para calcular as forças que deverão ser aplicadas
ãrea de influência de cada par de nos. Na equaçao (49) a inco -
gnita ê v r ■ ■^  e ao ser calculada permite corrigir a distribui & ^n(i2j) & -
ção de pressão como segue:
que esta apresentada na figura 17e.
Pela distribuição de pressão, mostrada na figura 17e, 
calcula-se as forças concentradas na figura 17f, o método do e- 
lemento finito e aplicado e a deformação dos corpos elásticos 
são calculadas para a segunda iteração. Para as demais itera - 
ções reduz-se o valor de X reduções maiores no início e
menores quando se aproxima do resultado final. Outra forma con 
siste em reduzir o comprimento de contato nas sucessivas itera^ 
ções, o que ê recomendado.
Para analisar a convergência do método verifica-se 
no par de nos, onde o valor da equação (46) ê o máximo, que de 
uma para outra iteração o valor de p ' f. decresce e pnri 
cresce. A convergência se verifica quando os dois valores sao 
iguais ou seja:
longo da superfície de contato a força deverá ser maior ou i-
nos nos para a segunda iteração, introduz-se a seguinte corre 
ção:
(49)
(50)
(51)
c
45
e )
F ig . 17 c )  Deslocamentos dos nos na superfíc ies  de 
con ta to .
d) Deformações de contato usadas para gerar 
nova d is tr ibu ição de pressão.
e) Distribuição de pressão calcu lada.
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A figura 17g mostra a distribuição de pressão obtida 
nas sucessivas iterações.
Para a última iteração as deformações de cada corpo e 
lãstico estão determinadás e a.compressão superficial ê calcula 
da. A partir destes resultados pode-se construir o sistema de­
formado e a respectiva distribuição de pressão no contato.
No caso em que requer-se o deslocamento relativo en­
tre os pontos A e B da figura 17a este serã calculado pela re­
lação:
dA B ; d ( i j )  + V i j )  (5z:i
0 método de simulação da pressão não é recomendado pa_
- ~ - 9 21ra o caso de corpos elásticos em contato e nao simétricos ’ ’
22
Para o método aquidescrito não foi considerado o efei
to da rigidez tangencial das superfícies bem: como as forças de
9 2 2
atrito. Nas referencias ’ tem-se descrito a forma de introdu­
zir estes efeitos, mas para o presente método torna-se muito 
trabalhoso, portanto, pouco recomendado.
A vantagem da aplicação deste método consiste em que 
a matriz de rigidez do sistema não se modifica de uma para ou­
tra iteração, o que varia é o vetor de carregamento nos nõs de 
contato.
8. MÉTODO DA PLACA.
Para descrever o método, considera-se o calculo das 
deformações e a distribuição de pressão no contato dos corpos e_ 
lásticos mostrados na figura 18a. Neste exemplo, supõe-se para 
simplicidade de descrição, que as duas peças são de espessura u 
nitãria, portanto, um estado plano de tensões.
0 primeiro passo consiste em dividir ambas as peças 
em elementos finitos como mostra a figura 18b, onde novamente 
os nos ao longo do contato devem ser coincidentes.
Para o método da placa, interpõe-se ao longo do conta 
to uma placa fictícia com um comportamento equivalente às super_ 
fícies em contato. Quando esta placa e introduzida não se modi­
ficam as dimensões do sistema, a espessura da placa ê somente 
considerada para efeito de cálculo da rigidez normal.
47
Fig . 17 f )  Forças concentradas nos nòs ao longo do 
contato.
g )  Sequencia da d istr ibu ição de pressão nas 
diversas iterações.
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A espessura e o modulo de elasticidade desta placa de^  
vem ser escolhidos de tal forma que a ligação das peças permane_ 
ça a mesma do que no caso das superfícies de contato. Esta pia 
ca de ligação deveria apresentar as seguintes propriedades: al­
ta rigidez e não linear â compressão; rigidez nula ã tração; r_i 
gidez ao cizalhamento igual ã rigidez tangencial das s u p e r f í ­
cies e no caso em que haja escorregamento das superfícies deve­
ria simular as forças de atrito no contato. 0 método descrito 
não permite todas estas propriedades mas as principais são con­
sideradas .
0 processo de solução ê de forma iterativa e para a 
primeira iteração adota-se o seguinte: para a espessura da pla­
ca adota-se um valor constante, por exemplo 1 mm; o modulo de e^ 
lasticidade da placa ê escolhido em função do acabamento super­
ficial, do par de materiais e da distibuição de pressão; a dis­
tribuição de pressão deve ser arbitrada, pode ser uniforme ou 
variável de tal forma que esteja em equilíbrio com o carregamen 
to externo.
Para um material isotropico vale a seguinte relação: 
X E
p = (53)
. 10 e
onde e é a espessura da placa.
Quando a equação (38) é comparada com a equação (53)
tem-se:
( _ü ) 1 /m = n 
c 10 e
ou
10 e X C1/ra-1)
E - "l/ma (54!
- 2 ~
onde E e o modulo de elasticidade em Kgf/mm , Xn a compressão
superficial em ym e e a espessura em mm.
Considerando um par de nos qualquer k, a equação (54)
será escrita como segue:
10 e
E; = ----------- r r ^ ------- ( 55)k cl/m v J
E. iE 2 , Ek
C
X
j2
i i i X i i i i
Fig. 1 8 -  a )  Modelo da junta . b) Divisão dos
m entos f in i to s  e representação da placa f ic t íc ia  na su p e rf ic ie
de con ta to . c )  D e fo rm ação  de contato para a primeira i t e ­
ra ç ã o  . - ,
M
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Para o problema da figura 18b, e supondo que a pres­
são no contato ê uniforme, calcula-se a compressão superficial 
*n(k) Pe^a ecluaÇão (38) e o correspondente médulo de elastici­
dade pela equação (55) para cada elemento finito ao longo do 
contato como mostra esquematicamente à figura 18c.
Para o sistema assim formado, quando o método do ele 
mento finito é aplicado, obtém-se os deslocamentos, na direção 
y, dos nos ao longo do contato como mostra a figura 18d. Pela 
figura se observa que todas as placas finitas estão deformadas 
em compressão de uma quantidade dada pela relação:
Àn(k) = V (i + k) ~ V (j+k)
Substituindo estes valores na equação (55) calcula- 
se o modulo de elasticidade no correspondente par de nos. Para 
o caso em que torna-se negativo, o valor de E^ é conside
rado nulo ou seja que a placa finita é eliminada. Para a segun 
da iteração, o modulo de elasticidade das placas finitas ê 
calculado pela média entre os valores de dos pares de nos 
das extremidades de cada placa, como segue:
E, + E, ,
E ’ = — ----- —  (57)
K 2 .
Com estes valores calculados, tem-se todos os dados 
preparados para a segunda iteração. Esta sequência ê seguida a 
té que a diferença entre os valores de X ,,•« de uma para outra 
iteração é menor que um valor pre-determinado.
Supõe-se que apos um determinado número de iterações 
os deslocamentos dos nos, ao.longo do contato, sejam os repr£ 
sentados na figura 18e. Quando os valores da equação (56) são 
calculados para a última iteração então a pressão nos pares de 
nos em contato são calculados pela equação:
Pn ®  ' ( X" (k))1/m (58)
o que esta representado na figura 18f.
A distribuição pode também ser calculada pela equa -
ção :
51
t e; , + e; , x
p = L ± l — I I J  (59)
n M  20: e
Como será visto mais adiante os resultados obtidos pe 
las equações (58) e (59) são aproximadamente os mesmos.
Quando a sequência descrita acima for seguida a con­
vergência ê certa mas muito lenta. Se a compressão superficial 
de um determinado par de nõs é analisada nas sucessivas itera - 
ções obtém-se resultados da forma mostrada na figura 18g, ou se 
ja convergindo para um valor médio. Para aumentar a velocidade 
de convergência, a compressão superficial adotada para definir 
o modulo de elasticidade das placas finitas da terceira itera - 
ção é considerada como sendo a média entre os valores da primei_ 
ra e segunda iteração. Para a quarta iteração adota-se a média 
da primeira média e a compressão superficial da terceira itera­
ção. Seguindo desta forma a convergência é varias vezes mais ra 
pida.
9. MÉTODO DA MOLA.
0 método da mola é similar ao método da placa, a di­
ferença consiste no elemento finito adotado para a ligação dos 
corpos elásticos em contato. No presente método os pares de nõs 
coincidentes na superfície de contato são ligados por elementos 
finitos, tipo barras, que apresentam rigidez axial e ao cizalh^ 
mento para simular a rigidez normal e tangencial das superficie 
es em contato.
Em primeiro lugar serã descrito a .forma' de calcular a 
rigidez normal das barras, como segue. Considerando que num de­
terminado par de nõs em contato, a pressão ® conhecida e 
sendo A^ a área de influência.deste par de nõs, então a força 
normal transmitida entre as duas peças.1 serã dado pela equação:
Pn(k) = P„(k) V 100 C"6°)
Introduzindo entre os dois nõs uma barra de secção
transversal a_ , comprimento L, modulo de elasticidade E, a n^Kj
deformaçao axial da barra serã dada por e tem-se a rela -
ção :
P = _E .J l W  *3 0 0  (61)
" W  1 0 3 L ■
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Fig. 1 8 -  d) Deslocamentos dos nos ao longo do contato na primeira 
iteração, e) Deslocamentos dos nós ao longo do contato na ultima iteração, f  )
c
Distribuição de pressão, g )  Sequência das deformações de contato num par 
genérico de nos sem acelerar a convergência.
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°U r°3 p rvi L
a —  (62)
n(k) F ,
n (k)
Quando Pn da equação (60) e Pn ^-j da equação (58) 
são substituídos na equação (62) obtém-se:
10 L A, X rv. C1/” -1)
a = ________fc._ n (k)________ ^631
n (k)
Neste método quando calculado pela equação
(56), torna-se negativo significa que a barra está sujeita â 
tração e como a superfície em contato sé resiste à compressão, 
iguala-se a zero o valor de a f , da equação (63) .
No presente método, quando a última iteração for efe­
tuada, a distribuição de pressão no contato pode ser calculado 
pela equação (58) ou pela seguinte:
p = a" 0 0 .E x.q (kI C64)
10 A, L k
Para definir a rigidez transversal da barra considera 
se o seguinte. Seja P s ^ )  a pressão tangencial num determinado 
par de nos, A^ a área de influencia então a força tangencial 
transmitida será dada por:
PSOO = Ps(k) V 100 ‘ ^
Considerando que a barra tenha somente rigidez trans­
versal ao cizalhamento então a deformação da barra será dada 
por :
l:'? Ps m  !
Xs(k) - G a ( V
G 3s(k)
onde a é a secção transversal da barra para efeito de cãlcu
s(k) * ^ —
lo da rigidez ao cizalhamento.
Substitu 
ção (65) obtém-se:
indo na equaçao (66) o valor de da equa
10 Ak L
l s ( k )  = ~ 7 ~  P s ( k )  ( 6 7 )
h 3 s ( k )
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Comparando a equaçao (67) com a equação (39) obtém-se: 
10 Av L As/™
a rv, = ----- (68)
' s W  G R cs7m
0 elemento finito definido desta forma, e para proble 
mas tridimensionais apresenta uma matriz de rigidez de dimensões 
6x6. Para a maioria dos casos práticos, quando é necessário con 
siderar elementos solidos, placas e barras, como elementos fini_ 
tos, então o numero de graus de liberdade por no ê 6, portanto 
a matriz de rigidez da barra finita especial deverá ser expandi^ 
da para a dimensão 12x12. Considerando a barra finita orientada 
num sistema de coordenadas retangulares, em que o eixo x coincji 
de com o eixo da barra e os eixos y e z são perpendiculares ao 
eixo da barra, então os coeficientes da matriz de rigidez são 
os seguintes :
K- • = 0 para i,j = 1,2,......... ,12 exceto
1 »3
= E aY • » = ___ fiX . V — —V • Y = Y
1.1 L ’ 7 ,1 *1,1 ’ K7 ,7 *1,1
v- = G asy ta _ y • K = K
2.2  L- ’ K 8 ,2 2 , 2 . ’ 8 , 8 . N 2 ,2
K3 ,3 " ; K9,3 = “K3,3 ’ K9,9 = K3,3
A sequência de calculo e forma de convergência adota­
da no método da placa é adotada no método da mola e obtendo os 
resultados da última iteração pode-se calcular a distribuição 
da pressão tangencial pelas relações:
y \ s / m
= _sr(k) n(lcl (70)
s (k) “ cs/m
s(k)
sr(k) s(k) (-71-)
10 L A,k .
onde A . são os deslocamentos relativos dos pares de nos na 
sr(k) ^
direção tangencial.
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As equações (68) a (71) sao validas para o caso em
que X n  é menor do que X definido pela equação (44) . Caso 
sr (^ kj si*
em que X é maior do que X r, as superfícies escorregam- e
s r 1.-K J st
a pressão tangencial é dada pela equação:
P s(k) = f ( (72)
Nesta situação faz-se as (-]<-) = 0 ou seja, elimina-se 
a ligação tangencial, e introduz-se nos pares de nos as forças 
de atrito dadas pela equação:
Ps(k) = Ps(k) Ak/10° (73)
Os resultados apresentados até aqui são válidos pa­
ra o caso em que o carregamento normal e tangencial não ê si - 
multâneo. Quando o carregamento das superfícies é simultâneo a 
equação (68) deve ser corrigida para a seguinte:
10 A L (1 - s) 
a ' n , =   -------------------------------- J 1 U S 1  ( 7 4 )
sCk) s/m
G R c '
A pressão tangencial ê calculada pela equaçao:
(75)., _ Xsr(k) (1 ‘ s) Xn(k) 
R c '
Para verificar se as superfícies estão carregadas e- 
lasticamente ou escorregaram deve-se comparar o valor de 
^sr(k) com 0 val°r ^e *sf calcula^° pela equação (45).
10. APLICAÇÕES
A seguir serão apresentados vários problemas resolvi^ 
dos pelos métodos da simulação de pressão, método da placa e o 
método da mola que para simplicidade de referência serão chama 
dos respectivamente, pelas iniciais, como segue: M.S.P.; M.P. 
e M . M . -
As aplicações incluem problemas simples, como um m o ­
delo de viga sobre um apoio elástico até juntas moveis e jun - 
tas parafusadas.
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1 0 - 1 .  PROBLEMA 1.
Na figura 19a tem-se representada uma barra elãstica 
em contato com uma base suposta rígida. 0 contato entre a bar­
ra e a base considerou-se elástico com c = 0,3 e m = 0,5. A 
barra foi dividida em placas retangulares e considerou-se um 
estado plano de tensões;
Considerando várias pressões médias p ou seja a relaã —
ção :entre a carga externa P e a área aparente de contato, tem- 
se na figura 19b as correspondentes distribuições de pressão 
calculadas pelo M.S.P. Na figura 19c tem-se as deformações de 
contato da viga. A figura 19d representa a sequência da distri­
buição de pressão calculadas nas sucessivas iterações.
Na figura 20 tem-se o mesmo problema usando os meto -
dos M.P. e M.M. A figura 20a mostra a viga deformada cujos re -
sultados foram obtidos pelo método M.P. Nas figuras 20b e 20c,
tem-se a distribuição de pressão e deformações de contato, para
2
pressões aparentes de 6,6 e 1,32 Kgf/cm , calculadas pelos meto 
do s M . P . e M . M .
Como se verifica a diferença entre os resultados obti^ 
dos pelos tres métodos é muito pequena. Para uma comparação 
mais precisa tem-se na tabela 3 os resultados obtidos pelos tres 
métodos.
Tanto no presente problema como nos descritos posteri^ 
ormente foi desprezada a rigidez tangencial da superfície ou a 
força de atrito quando foram empregados os métodos M.S.P. e M. 
M. A tabela 3 além de comparar as deformações de contato, compa 
ra também as pressões calculadas pelas equações (58), (59) e 
(64).
Para verificar a precisão dos resultados de cálculo 
da distribuição de pressão, a tabela 3 mostra também o valor da 
integral da pressão ao longo do contato. Como se verifica, os 
resultados obtidos pelos métodos M.S.P. e M.M. são mais prõxi - 
mos enquanto que o M.P. difere um pouco, isto porque, as placas 
de ligação apresentam rigidez tangencial. Tendo em vista as sim 
plificações o resultado correta está entre os resultados obti - 
dos pelos métodos M.S.P. e M.M. e o método M.P.
As figuras 20d e 20e mostram a sequência da compres - 
são'superficial Calculadas nas diversas iterações. Como mostram
Largura = 25,4 mm
b)
Fig. 19 -  a ) Divisão do elemento finito e dimensões da barra sobre 
a base rígida.
b) Distribuição de pressão para diversas pressões aparentes
usando o método da simulação de pressão.
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• Fig. 19 -  c) Deformações de contato para diversas pressões aparentes usando 
o. me'1odo da simulação de pressão.
d) Sequência da distribuição de pressão calculada pelo método 
da simulação de pressão para p a = 1,32 K g f/cm 2 .
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P = 510 Kgf
M. P.
Fig. 2 0  -  a) Deformações da barra usando o método da placa, 
b) Distribuição de pressão calculada pelos me'todos M, P. e M.M. c )  
Deformações de contato calculadas’ pelos métodos M.P. e M. M. ,
ui rf 
ijurf
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d)
e)
Fig. 2 0 -  d )  Sequência das deformações de contatos usando 
M. P. e pQ = 6 ,6  K g f / c m 2 e )  Sequência das deformações de 
contato usando M. P. e Pa = 1.32 K g f / c m 2
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TABELA 3 - COMPARAÇÃO DAS DEFORMAÇÕES DE CONTATO E DISTRIBUIÇÃO 
DE PRESSÃO DA METADE DO CONTATO.
Força
P
Kgf
M.S • P. M.P. |M.M.
X
n
um
P" 2
Kgf/cm
Xn Pn
eq (58)
Pn
eq (59)
Xn Pn
efl(58)
P.n ' 
eq (64)
102 , 0 0 ,87 9 ,50 0 ,86 8 ,94 - 8,76 0,88 9,35 9,65
0 ,79 7,90 0,77 7 ,31 7,29 0,79 7,69 7 ,91
0,60 4,79 0 ,59 4 ,38 4,39 0,61 4,54 4,67
0 ,40- 2 ,14 0,40 1,90 2 , 00 0 ,41 2 , 01 2 ,09
0 ,20 0,53 0 ,21 0 ,51 0,59 0,21 0,52 0 ,59
0,00 0 , 00 0,02 0,00 0,18 0,01 0 , 00 0,04
F .Tot. 102 , 0 F.Tot .93 , 83 95 ,65 F.Tot .98,73 102 ,0
510 2,20 5 9,2 2,18 57,8 53,4 2,20 59,3 59,1
1, 93 45 ,3 1 , 90 43,9 41 ,2 1 ,93 45,6 44 ,8
1,35 20,4 1 ,30 20,7 19,8 1 ,34 21,9 20,7
0,72 5,09 0,69 5,75 5 , 59 0,70 5,92 5 , 33
0,10 0 , 00 0,10 1,20 2,30 0 ,06 0,47 0,41
-0,53 0,00 -0,50 0, 00 0,00 -0,59 0 , 00 0,00
F.Tot. 510,0 F.Tot .509,9 485 ,2 F. Tot .526,1 511,9
estas figuras, mesmo assumindo para a primeira iteração uma dij> 
tribuição de pressão bem diferente da real, o numero de itera­
ções e igual ou menor do que cinco iterações.
10 - 2. PROBLEMA 2.
Na figura 21a tem-se representado um modelo de junta 
deslizante. No presente problema pretende-se calcular a distri­
buição de pressão no contato e as deformações do sistema devido 
a uma força de 30 Kgf distribuída nos nos como mostra a figura 
21a. Para simplicidade considera-se que os nos ao longo de AB 
não se deslocam na direção y. Os nós ao longo de EF são total -
mente fixos. Para efeito de calculo considerou-se o material
2
com um modulo de elasticidade igual a 9500 Kgf/mm , o sistema 
de 1 cm de largura e um estado plano de tensões. Para a defini­
ção da rigidez das superfícies de contato foram adotados os se­
guintes valores: c = 0,6 e m = 0,5.
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Utilizando omêtodo da simulação da pressão calcula-se 
as deformações das duas peças como mostram as figuras 21,fo e 21 h. 
Compondo as peças deformadas das figuras 21b e 21p ohtêm-se o 
sistema deformado da figura 21d.
Quando o método da placa ""e empregado considera-se ao 
longo de CD as placas de ligação. 0 resultado do sistema defor­
mado é da forma da figura 20d havendo diferenças insignifican­
tes quando comparadas com os resultados obtidos pelo método da 
simulação da pressão.
A figura 21e mostra os resultados calculados da dis - 
tribuição de"pressão no contato considerando os métodos M.P. e 
M.S.P. Como se verifica os dois métodos de formulações completa 
mente diferentes apresentam resultados aproximadamente iguais o 
que comprova a validade dos métodos.
Quando se verificam elevados deslocamentos relativos 
dos pares de nos na direção da superfície então os resultados 
diferem um pouco.
1 0 - 3 .  PROBLEMA 3.
Para testar a precisão dos métodos M.S.P., M.P. e M. 
M. foi adotado o modelo mostrado na figura 2,2a, onde tem-se du­
as barras de ferro fundido de 300 mm de comprimento, 40 mm de 
altura e 20 mm de largura. A superfície de contato foi rasquet£ 
ada com um acabamento de 25 pontos de contato por polegada qua­
drada. Como parâmetros obteve-se m = 0,7 e c = 0,25 isto porque
9considerou-se no teste pressões mais elevadas . Na figura 22a 
tem-se representado a divisão do elemento finito adotada para o 
calculo da distribuição de pressão no contato e as deformações 
das barras pressionadas por uma força central como mostra a fi­
gura 22b. Para verificar a precisão dos métodos teõricos, foram
9
fixados, ao longo do contato, transdutores indutivos de 30 em 
30 mm como mostra a figura 22a, para medir as deformações no 
contato.
Teoricamente foram testados os tres métodos e devido 
a forma dos-, elementos em contato e o carregamento simétrico, os 
resultados foram aproximadamente os mesmos. Na figura 22b tem -
se representado os resultados de calculo pelo M.M. para cargas
~ 2 
tais que a pressão media seja de 8 e 16 Kgf/cm . Na figura 22c
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Fig. 21 -  a ) Divisão do elemento finito da junta.
- ■ b ) Deformações da,, peça 2 usando o M. S. P.
t
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e )
F ig . 21 -  e )  D istribuição de pressão no contato usando o M. S. P. e M .P .
67
tem-se a correspondente distribuição de pressão. Afigura 22d 
compara os resultados calculados e medidos das deformações de 
contato e como se verifica tem-se uma otima correlação, demons­
trando assim a precisão do método de calculo.
9 -
Na referencia tem-se os resultados de calculo e de
2medição para pressões aparentes de pa = 0,5 a 64 Kgf/cm e em 
toda esta gama de cargas obteve-se boa correlação.
1 0 - 4 .  PROBLEMA 4.
O campo de aplicação que mais exigiu pesquisas com o 
objetivo de .calculo da distribuição de pressão e deformações de 
corpos elásticos em contato ê o de maquinas ferramentas. Ao efe 
tuar-se um levantamento detalhado das deformações numa máquina 
ferramenta, verifica-se que as juntas apresentam uma grande in­
fluência, chegando a valores de 601 a 70% . Com o desenvolvi - 
mento das máquinas com controle numérico que exigem grande rigi_ 
dez de suas estruturas, foi necessário a formulação de mátodos 
que permitem uma análise mais detalhada da rigidez de juntas mo 
veis ou guias de deslizamento e juntas parafusadas.
A figura 23a mostra um modelo simulando uma guia de 
deslizamento, onde tem-se também mostrado a divisão em elemen - 
tos finitos, o carregamento e a posição dos transdutores indut.i 
vos para medição das deformações.
. 0 material adotado para o modelo de teste foi o ferro 
fundido e considerou-se um estado plano de tensões. As superfí­
cies de contato ao longo de AB foram retificadas e adotou-se 
c = 0 , 6 9 e m = 0 , 5 .
No presente modelo foram testados os métodos M.P. e 
M.M. e devido a consideráveis deslocamentos tangenciais no con­
tato dos corpos elásticos obteve-se certas diferenças de resul­
tados. No método da mola não foi considerado o efeito da rigi - 
dez tangencial da superfície e no método da placa as placas fi­
nitas apresentam rigidez tangencial provavelmente maior do que 
o efeito de atrito.'O resultado correto deve se situar entre os 
resultados obtidos pelos dois métodos.
Quando os resultados de cálculo pelos dois métodos 
são comparados com os medidos na superfície externa do modelo 
obtém-se boa correlação como mostra a figura 23b.
Os resultados teóricos da figura 23b foram obtidos pe_
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Fíg. 2 2  -  a )  Divisão do elemento finito das barras! b) Deformações calculadas das barras
para o carregamento pa = 8  K g f/c m 2 e p a = 16 K g f/c m
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F ig . 2 2 -  c) Distribuição de pressão no contato das barras, d ) Deformações 
calculadas- e medidas na superfície de contato.
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lo metodo da mola considerando pressões aparentes de 4 a 16
Kgf/cm . A figura 23c mostra os resultados de calculo da dis.tr_i
buição de pressão para uma grande faixa de valores da pressão £
2
parente ou seja de 1,0 a 64 Kgf/cm . Estes resultados nao foram 
verificados experimentalmente, por ser uma das experimentações 
mais difíceis, mas como as deformações são precisas pode-se con 
cluir que o mesmo se verifica com a distribuição de pressão.
•{
1 0 - 5 .  PROBLEMA 5.
Na figura 24a tem-se mostrado um modelo de uma coluna 
parafusada numa base que foi suposta rígida. A coluna foi cons­
truída com chapas de aço soldadas. As superfícies de contato fo 
rám retificadas e considerou-se c = 0,3 e m = 0,5. Na figura 
24b tem-se a divisão do elemento finito de uma metade da coluna 
representada num plano. Neste cãso foram usadas somente placas 
triangulares e retangulares. Os furos de passagem dos parafusos 
foram substituídos por furos quadrados como mostra a figura 24b.
Para a solução foi adotado o método da mola, não foi
considerado a rigidez tangencial da superfície e os nos nos ver 
\
tices dos furos quadrados foram fixos no plano xy.
A pressão aparente de contato obtida pelo aperto dos
2
parafusos foi de 67 Kgf/cm o que foi considerado tanto para a 
solução teórica como na medição da deformação na coluna.
Na figura 24c tem~se representado os valores de cãlcu
lo e de medição para uma carga externa de 200 Kgf. Nesta figura 
tem-se representado a deformação da coluna ao considerar o 
flange rígide e flexível.
A tabela 4 mostra uma comparação entre os valores ca.1 
culados e medidos numa altura de 300 mm quando a força de 200 e 
400 Kgf ê aplicada na mesma altura.
Comparando os resultados calculados ao considerar a 
coluna engastada com os valores quando se inclui o efeito do 
flange, verifica-se que a junta parafusada tem uma influência 
no total da deformação no ponto 1 de 43,01 e 52,01 respectiva - 
mente para as forças de 100 Kgf e 200 Kgf.
Ao comparar os resultados teõricos com os experimen - 
tais obteve-se novamente boa correlação provando mais uma vez a 
precisão do método proposto.
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Fig. 2 3 c) Distribuição de pressão no contato do modelo da junta.
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F i g . 2 4 -  a )  Dimensões do modelo da coluna usada para ca'lculo e 
experim entações.
7 5
E s c a l a  de  d im e n sõ e s  
0  2 0  4 0  6 0  8 0  100  mm
Fig. 2 4 b) Divisão do elemento finito da coluna.
3
0
0
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F i g . 2 4 -  c) Deformações (5 0 0  x) da coluna com flange parafusado, x Calculado 
para a coluna engastada, o Para o flange flexível. + Deformação medida.
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Fig. 2 4 -  d) Distribuição de pressão (Kgf/cm2 ) na parte A do flange para 2 0 0  Kgf.
Fig. 2 4 -  e ) Distribuição de pressão (Kgf/cm 2 ) na p arte  B do flange para 2 0 0  K gf.
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TABELA 4 - COMPARAÇÃO ENTRE VALORES CALCULADOS E MEDIDOS.
Cargas (Kgf) Método considerado Deformações 
p t . 1 (ym)
Coluna engastada 22,71
200
Coluna e flange 
flexíveis 40 ,56
Medição 46,00
*•
Coluna engastada 45,40
400 .
Coluna e flange 
flexíveis 94,45
Medição 95 ,00
As figuras 24d e 24e mostram os resultados de calculo 
da distribuição de pressão no contato do flange, partes A e B, 
com a base,
10 - 6. PROBLEMA 6.
O exemplo mostrado na figura 25a foi escolhido para 
demonstrar o efeito das forças de atrito no contato dos corpos 
elásticos. Como o modelo é simétrico representou-se somente a > 
metade das partes. Para a solução teórica foi considerada a ba­
se rígida, material de ferro fundido e para as superfícies ado­
tou-se os parâmetros c = 0,8 e m =  0,5. Na figura 25b tem-se re 
presentado a deformação de contato para valores do coeficiente 
de atrito f = 0, f = 0,2 e f = 0,3. A figura 25c mostra os valo 
res dos deslocamentos tangenciais para os respectivos valores 
do coeficiente de atrito. No presente exemplo verificou-se que 
os deslocamentos tangenciais ultrapassam os valores limites e- 
lãsticos dados pela equação (45) , portanto, na solução foram 
introduzidas as correspondentes forças de atrito nos nos ao 
longo do contato.
Nas figuras 25d e 25e tem-se representado a distribui^ 
ção de pressão normal e tangencial para os diversos valores do 
coeficiente de atrito.
Como se verifica,neste exemplo, quando numa junta o- 
correm grandes deformações tangenciais o efeito do atrito não 
pode ser negligenciado.
jj 
m
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Fi g.  2 5 -  a )  D ivisão do elem ento finito e deform ações na j unt a .
b )  Deformações norm ais no co n ta to .
c )  Deformações tangenciais no con tato . -
80
F i g .  . 2 5  -  d )  P r e s s ã o  n o r m a l .
c )  P r e s s ã o  t a n g e n c i a l .
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11. CONCLUSÕES.
Pelo que foi exposto neste trabalho tem-se vários mé­
todos numéricos para o cálculo das deformações e distribuição 
de pressão no contato de corpos elásticos em contato. Ã medida 
que foi feito uma sumária descrição de cada método foram apre­
sentados também as limitações de cada técnica. Para uma rápida 
conclusão de qual deve ser adotado serão apresentadas as princi^ 
pais vantagens e limitações de cada método:
a) 0 método de Gould e Mikic apresenta como vantagem 
de necessitar um programa de computador comum para o método do 
elemento finito. Como desvantagem as peças em contato serao li­
gadas rigidamente na direção tangencial, ao longo do real conta 
to, o que não se verifica na prática e por outro lado não ê con 
siderado a flexibilidade das superfícies em contato.
b) 0 método de White e Enderby é semelhante ao método
9 <-desenvolvido pelo Autor mas com elementos de ligaçao n g i d o s
logo também não permite simular a flexibilidade normal e tangen 
ciai das superfícies em contato. Este método pode ser adotado 
nos casos em que os deslocamentos relativos tangenciais das su­
perfícies são pequenos.
c) 0 método de Scholes e Strover apresenta como prin­
cipal inconveniente o grande volume de computação para a deter­
minação das matrizes de flexibilidade nos nos de contato, ainda 
mais quando se pretende introduzir a flexibilidade das superfí­
cies, quando estas matrizes deverão ser recalculadas para cada 
iteração devido a não linearidade da relação pressão-deformação 
de contato. A outra desvantagem deste método é que necessita a- 
lêm do programa de computator para o método do elemento finito, 
outro programa para a solução do sistema de equações (9).
d) 0 método de Chan e Tuba apresenta uma formulação 
matemática mais logica ma tem-se dificuldades, de introduzir a 
flexibilidade das superfícies de contato e de complexidade da 
solução do sistema de equações (20) e (21) .
e) O método da simulação de pressão é somente adequa­
do para sistemas de forças e carregamentos simétricos, mas per­
mite incluir o efeito da flexibilidade das superfícies e forças 
de atrito.
f) O método da placa é bem versátil mas também apre -
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senta dificuldades a considerar o efeito da flexibilidade tan­
gencial das superfícies e das forças de atrito. Com este método
9obtem-se bons resultados quando os deslocamentos tangenciais 
das superfícies são pequenos.
g) 0 método recomendado é o. método da mola e que apr 
senta as seguintes vantagens: a solução é simples, necessita s 
mente de um programa de computador comum para o método do ele­
mento finito; considera a flexibilidade normal e tangencial das 
superfícies usinadas; quando ocorre o escorregamento pode ser 
introduzido o efeito das forças de atrito; não apresenta limi- 
tações de fo-rma e carregamento dos corpos elásticos em contato; 
apresenta-se como um dos mais econômicos em termos de computa­
ção e como tem-se verificado nos exemplos do item 10 a corre 
lação entre os resultados experimentais e teóricos é muito boa.
<u| 
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